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Problema 1.  

Se consideră numerele reale strict pozitive 𝑥, 𝑦, 𝑧, cu 𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑧 = 8. 

a) Arătaţi că √2𝑥 + √2𝑦 + √2𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧. 

b) Determinaţi numerele 𝑥, 𝑦, 𝑧, ştiind că ele verifică în plus egalitatea 
𝑥2

𝑦+3𝑧+√2𝑥
+

𝑦2

𝑧+3𝑥+√2𝑦
+

𝑧2

𝑥+3𝑦+√2𝑧
=

6

5
 . 

Soluţie şi barem: 

a)  •   Din inegalitatea mediilor, deducem 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 6…………………………………..1p 

     •   (√2𝑥 + √2𝑦 + √2𝑧)
2
≤ 6(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) ≤ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2, de unde 

             √2𝑥 + √2𝑦 + √2𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧   ……………………………………………………...2p 

b)  •   Utilizând din nou inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz obţinem: 

      
𝑥2

𝑦+3𝑧+√2𝑥
+

𝑦2

𝑧+3𝑥+√2𝑦
+

𝑧2

𝑥+3𝑦+√2𝑧
≥

(𝑥+𝑦+𝑧)2

4𝑥+4𝑦+4𝑧+√2𝑥+√2𝑦+√2𝑧
  ………………………….2p 

            •    
𝑎)
⇒

𝑥2

𝑦+3𝑧+√2𝑥
+

𝑦2

𝑧+3𝑥+√2𝑦
+

𝑧2

𝑥+3𝑦+√2𝑧
≥

(𝑥+𝑦+𝑧)2

5(𝑥+𝑦+𝑧)
=

𝑥+𝑦+𝑧

5
≥

6

5
  ……………………..1p 

     •   Avem egalitate dacă şi numai dacă 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 2  ………………………………...1p 

Problema 2. 

Să se determine numerele reale strict pozitive 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, cu 𝑎1 = 1, pentru care este 

adevărată egalitatea: 
1

𝑎1+𝑎2
+

1

𝑎2+𝑎3
+

1

𝑎3+𝑎4
+. . . +

1

𝑎𝑛+𝑎𝑛+1
= 𝑎𝑛+1 − 1, (∀) 𝑛 ∈ ℕ∗. 

Soluţie şi barem: 

 •  𝑛 = 1 ⟹
1

1+𝑎2
= 𝑎2 − 1 ⟹ 𝑎2 = √2   ............................................................................1p 

 •  𝑛 = 2 ⟹
1

1+√2
+

1

√2+𝑎3
= 𝑎3 − 1 ⟹

1

√2+𝑎3
= 𝑎3 − √2 ⟹ 𝑎3 = √3   ...........................1p 

•  Presupunem 𝑎𝑘 = √𝑘 şi demonstrăm că 𝑎𝑘+1 = √𝑘 + 1  .................................................2p  

•  Din ipoteză avem 𝑎𝑘 − 1 +
1

𝑎𝑘+𝑎𝑘+1
= 𝑎𝑘+1 − 1 ⟹ 𝑎𝑘+1

2 = 𝑎𝑘
2 + 1 .     .........................1p 

•  𝑎𝑘+1 = √𝑎𝑘
2 + 1 = √𝑘 + 1.     ..........................................................................................1p 

•  În concluzie 𝑎𝑛 = √𝑛, pentru orice 𝑛 număr natural nenul.   ............................................1p 

 

 

 

 



 

Problema 3.  

Considerăm patrulaterul 𝐴𝐵𝐶𝐷. Fie punctele 𝑀 ∈ (𝐴𝐵),𝑁 ∈ (𝐵𝐶), 𝑃 ∈ (𝐶𝐷),𝑄 ∈ (𝐷𝐴) 

astfel încât 
𝑀𝐴

𝑀𝐵
=

𝑁𝐵

𝑁𝐶
=

𝑃𝐶

𝑃𝐷
=

𝑄𝐷

𝑄𝐴
= 𝑘 şi punctele 𝑅 ∈ (𝑀𝑁), 𝑆 ∈ (𝑁𝑃), 𝑇 ∈ (𝑃𝑄),𝑈 ∈ (𝑄𝑀) 

astfel încât 
𝑅𝑀

𝑅𝑁
=

𝑆𝑁

𝑆𝑃
=

𝑇𝑃

𝑇𝑄
=

𝑈𝑄

𝑈𝑀
= 𝑙, unde 𝑘, 𝑙 ∈ (0,∞) ∖ {1}. Să se arate că dacă 𝑅𝑆𝑇𝑈 este 

paralelogram, atunci 𝐴𝐵𝐶𝐷 este paralelogram. 

Soluţie şi barem: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pentru un punct oarecare 𝑂 în plan avem următoarele relaţii vectoriale: 

   •  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑘𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

1+𝑘
, 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑘𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

1+𝑘
 , 𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑘𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

1+𝑘
 , 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑘𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

1+𝑘
  .....................................1p 

   •  𝑂𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑙𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

1+𝑙
, 𝑂𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑙𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

1+𝑙
, 𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑙𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

1+𝑙
, 𝑂𝑈⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +𝑙𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

1+𝑙
   .........................................1p 

   •  𝑅𝑆𝑇𝑈 paralelogram⟺ 𝑈𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑇𝑆⃗⃗ ⃗⃗  ⟺ 𝑂𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝑈⃗⃗⃗⃗⃗⃗   .......................................1p 

   •  (1 − 𝑙)(𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗  şi 𝑙 ≠ 1 rezultă 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .............2p 

   •  (1 − 𝑘)(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗  şi 𝑘 ≠ 1 rezultă 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ..............1p  

   •  𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ rezultă 𝐴𝐵𝐶𝐷 este paralelogram ....................................................................1p 

Problema 4.    

Considerăm patrulaterul inscriptibil 𝐴𝐵𝐶𝐷. Fie 𝐻,𝐻′ ortocentrele triunghiurilor 𝐴𝐵𝐷, 

respectiv 𝐴𝐵𝐶 şi 𝐺, 𝐺′ centrele de greutate ale triunghiurilor 𝐻𝐴𝐷, respectiv 𝐻′𝐵𝐶.  

a) Să se exprime vectorul 𝐺𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ în funcţie de vectorii 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ şi 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

b) Dacă 3𝐺𝐺′ = 𝐴𝐵 + 2𝐶𝐷, să se arate că patrulaterul 𝐴𝐵𝐶𝐷 este trapez isoscel. 

Soluţie şi barem: 

a) Dacă 𝑂 este centrul cercului circumscris patrulaterului,avem următoarele relaţii: 

     •  𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑂𝐻′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ...........................................................1p 

     •  𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

1

3
(2𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ), 𝑂𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

3
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)..1p 

     •  𝐺𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

3
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ .............................2p 

b)  •  3𝐺𝐺′ = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| ≤ 𝐴𝐵 + 2𝐶𝐷 .............................................................................1p 

      •  Avem egalitate dacă şi numai dacă vectorii 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ şi 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ sunt coliniari, adică 

         𝐴𝐵𝐶𝐷 este trapez ..........................................................................................................1p   

      •  𝐴𝐵𝐶𝐷 inscriptibil, rezultă 𝐴𝐵𝐶𝐷 trapez isoscel ..........................................................1p 

 

𝐴 𝐵 

𝐶 𝐷 

𝑀 

𝑁 

𝑃 

𝑄 

𝑅 

𝑆 𝑇 

𝑈 


